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INTRODUCTION
Soit K un corps value ultrametrique complet, non discret et soit E un
K-e space de Banach ultrametrique, Une representation Iineaire continue
d'un groupe compact G dans E est 180 donnee d'une application de G dans
l'algebre .!f(E) des operateurs cont inus de E telle que, Ve=id, V" = V, 0 U"
8, t E G et quel que soit x E E, l'application 8 -+ V,X de G dans E est
continue. Dans ces conditions,
~= Sup IIV,II< +00.
I.a
Si K est un sur-corps value du corps p-adique Qp, on dit que Vest une
representation p-adique de G.
L'etude des representations Iineaires continues ultrametriques d'un
groupe compact G a ete faite par F. Aribaud [1] et W. H . Schikhof [6]
dans le cas ou G possede une mesure de Haar a. valeurs dans K. Cas
auteurs obtiennent 180 plupart des reaultats de 180 theorie des representations
unitaires complexes des groupes compacts. La situation est tout a. fait
differente dans le cas ou G ne possede pas de mesure de Haar a. valeurs
dans K, comme nous allons le voir en etudiant les representations p-adiques
de Zp. Par exemple, grace a. une solution negative au problems des sous-
espaces invariants qui nous a ete communiques par Ie Professeur Van
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Rooij (Nijmegen), nous pouvons construire des representations p-adiques
de Zp, irreductiblea, de dimension infinie.
Une partie de ce qui suit a ete annonoee dans [3].
1. OONSTRUOTION DES REPRESENTATIONS P-ADIQUES DE Zp
Le theoreme suivant qui oaraeterise les representations p-adiques du
groupe Zp (anneau des entiers de Qp) est une consequence d'un reaultat
general sur les modules de Banach sur les algebres des mesures p-adiques
d'un groupe compact (c.f. [2] ou [3]). Nous allons en donner ici une
demonstration direote,
THEOREME 1: Soient K un sur-corps value complet de Qp et E un
K -espace de Banach.
Les representations lineaires continues de Zp dans E sont en corre-
spondanoe bijective avec les endomorphismes continua v de E tels que
pour tout xEE, lim;....+oovtlx=O. D
(i)II Soit U une representation continue de Zp dans E.
Posons U1=u; on a Utl=utl et lIutlll< .x pour tout n E11.
Soient x EE et e E:a.~, il existe me E11 tel que pour tout 8 E p"'·Zp,
IIU.a;-xll<e. En particulier pour tout m>me on a IIUf'mx-xll<e, c'est-
a-dire limm-+oo 1IUf''''X -xli = O.
Oonsiderons v = u -IB; pour tout n E 11, on a
'Vtl= ! (-I)tl-j(~)ui= ! (-I)tl-j(~)(ui-b)
;-0 J ;-0 J
et Ilvtlll< max (lX, 1)={J.
Si l'on pose n = p2m, alors pour j, O<j<p2m, on a: ou bien
(a) Ijl < p-m et alors j= pmrj d'ou ui-lB= ('lJf'",)r;-IE=wj 0 (Uf'm -IE)
avec Wj =u""'(r;-ll+ ... +Uf'''' + IE et IIWjll<{J.
Ou bien
(b) p-m< Ijl; mais alors puisque
(
p2m) = p2m (p2m-1)
j j j-l t
on a
I(p2m) I p-2m -mj -c 11f<» .
On deduit de (a) et (b) que
D'oa limm-+oo 1I'lJf'2mxll= o.
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Aesooions a 1'1. En, I'entier
kn = [Log~J2Logp
tel que p2lln<.n<pZlt.,.+l; alors1imn_ ookn = + oo.
Ecrivant 1'1. = p2lln +qn, on obtient
II vient que limn-++oo Ilvnxll = O.
(ii) II Reciproquement soit v E !t'(E) tel que quel que soit x E E
limn-+oo vnx = O.
Puisque Ia fonction binomiale de Zp dans K definie par
(
8) = 8(8-1) ... (8-1'1.+ 1) 8 E Z..,
1'1. 1'1.1 ' ..
est continue at I(:) 1<;1 pour tout 1'1. E n, 1& fonction de z, dans E qui
a 8 assooie (:)vnx est aussi continue et 11(:)vnx// <.!lvnxll. La serie de
fonctions
est done convergente; U~x=x.
II est clair que pour 8 E Zp fixe, U; est un K-endomorphisme de E.
On deduit du theoreme de Banach-Steinhauss que SUPn~O IIvnll=P< +00.
Il vient que II U;xll <; SUPn;;>O IIvnxll <.Pllxll et U; E .!l'(E) quel que soit 8 E Zp.
D'autre part, puisque pour tous 8, t E Zp, 1'1. Ell,
llU;x- U;xll < max <II I ((~) - (~)) vi z], ~up IIvixlD.
i-O) J 7>"
la fonction
de Zp dans E est continue.
Bappelons que
(8+t) = I ( 8 .)(~), 8,tEZp, nEfl.1'1. i-O 1'1.-) J
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Ainsi
U;+IX= ! (S+t)VnX= ! I ( e .)(~)vnx=
..;;'0 n ..;;'0 ;-0 n-J J
= ..~o i+~" (~)G) vm+i x = lo 1~0 (~) (~) vm+j X=
! (S) vm( ! (~) vi X) = ! (S) Vm (U; X) =
m;;'o m 1-0 J m;>O m
=U;(U;X)=U; 0 U;X.
On aoheve 180 demonstration du theoreme en remarquant que 11 est
dense dans 'Zp et que si U est une representation continue de 'Zp, alors
Unx= U~x pour tout nEll. D'ou U6X= U;x pour tout e E 'Zp. En d'autres
termes
U,X= ! (S)(U-1.E)IIX
";>0 n
ou U= U1•
Soit done v E !l'(E) tel que pour tout x E E, limn-+oo vnx= 0; alors
e(v)= lim IIvlIJll/1i< 1.
......+00
Si de plus e(v)< 1, ce qui equivaut a. limll--++oo [lvlIlI = 0, 180 representation
lineaire continue U de 'Zp definie par vest telle que pour tout s E 'Z"
U6 est 180 puissance 8 de IB+v; i.e.
U6=(1.E+v)'= ! (S) VII
,,;>0 n
dans I'algebre de Banach !l'(E).
De telles representations sont dites representations puissances de 'Zp.
Soient v E !l'(E) et AE K tels que e(v)< IAI; c'est-a-dire ep.-lv) < 1. La
representation puissance
de 'Zp associee a. A.-iva les memes sous-eepaoes invariants formes que
l'endomorphisme v.
Disons comme pour les representations continues que le couple (E, v)
est irreduotible si les seuls soue-espacea fermes de E stables par v sont
(0) et E.
La representation U(A) de 'Zp dana E est irreduotible si et seulement
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si le couple (E, v) I'est. Si le couple (E, v) est irreduetible, I'espace E est
de type denombrable ; slors ou bien E est de dimension :tinie ou bien E
est isomorphs 8. l'espace de Banach eo(K) des suites de K qui tendent
vers zero.
On peut dono enoncer:
THEOREME 2: Soit K un sur-corps value complet de Qp.
Pour qu'il existe une representation K-Hneaire continuo de Zp irre-
ductible do dimension infinie il faut et il suffit qu'Il existe un eapace de
Banach E isomorphe 8. eo(K) et un endomorphisme continu v de E tel
que Ie couple (E, v) soit irreductible. 0
La construction de couples irreduotibles de dimension infinie qui suit
nous a 13M communiques par A. Van Rooij de I'Universite de Nijmegen
(Hollande).
2. EXEMPLES DE COUPLES mREDUCTIBLES DE DIMENSION INFINIE
Soit K un corps value ultremetrique complet. Designons par OK le
complete de la c18ture algebrique de K et par r K une completion apMrique
- c'est-a-dirs une extension immediate maximale - de OK.
THEOREME 3 : (Van Rooij)
(i) Soient a E Tx, a ¥= 0, et E a la 8OU8-K-algebre de Barw.ch de FK
engendree par a; alor« a-I E Ea.
(ii) Toute sous-K-algebre de Banach de rK est un corps. En particulier
Ea est un corps. 0
(i)1I Le corps FK etant une extension immediate de OK, si a E FK,
a~ 0, il existe bo E OK tel que la-bol < lal. Puisque OK est Ie complete
de la cloture algebrique de K, il existe bE OK, algebrique sur K, tel que
Ib-bol< laf. II vient que la-b/<Ial et Ibl=lal.
(1) SUPP080ns la l= l.
Considerons alors bE OK, algebrique sur K, tel que la-hi < lal = 1;
Ibl = la/ = 1.
Soient bi =b, bz, ... , bm,les conjugues de b sur K. On a Ibe' = 1, 1<i<m;
II-h.-lal<I pour 2<:i<m et II-b-Ial<l. Considerons Ie polynome
minimal
m
P(X) = II (I-btl X) = 1+lIX+...+llll XIIl EK[X] de h.
'-1
On a
..
IP(a)I= II - b- Ial II II-btlal<II-b-lal<l.
'-I!
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Puisque P(a) E Ell, on a
(l-P(a))-l= .2 P(a)n E Ell'
.. :;;'0
Mais
"'-1
I-P(a)= a( .2 -;'1+1 aJ);
1-0
ainsi
"'-1
a-l : c (I-P(a))-1 ( .2 -~+1aJ) E Ell.
1-0
(2) a E T'«, a=!'0 queleonque.
Soient b e OK, algebrique sur K, tel que la-bl < lal et Q son polynome
minimal. On a laj = lbl= IQ(O)llIr et IA-Iarl = 1 ou A= Q(O) E K, r le degre
de Q. On deduit de (1) que Aa-rEEi1ar k Ell. D'ou a-I = (),a-r)(A-1ar- I) EEa.
(ii)ll Soit A une sous-K-algebre de Banach de rK . Si a E A, a#O,
puisque Ell k A et puisque d'apres (i) a-I E Ea , on a a-I E A dono A est
un corps.
THEOREME 4: (Van Rooij)
Supposons qu'il existe a E rK transcendant sur K.
Soient Ea la sous-K-algebre de Banach de rK engendree par a et Ta
l'endomorphisme K-lineaire continn de Ea defini par Ta(y) =ay, y E Ell'
Le couple (E"" 'fa) est irreduotible de dimension infinie. 0
La. famille (afl)n;;.o etant K-libre dans Ell, la dimension de Ea est infinie.
On a pour tout polynome P E K[X) at tout y E Ea, P(TII)(y)= P(a)y.
Puisque (an)fl~O est totele dans Ell, il existe, pour tout x E E a, une suite
de polynomes (Pt)t;;.o k K[X] teIle que x= limt-+oo Pt(a). Ainsi
xy= lim Pt(a)y= lim Pt(Ta)(y), y E Ell'
1c_+OO 1:-.+""
Soit F un aous-espace ferme de Ea stable par Ta. Comme P(T",)(y)=
-P(a)YE Fpour tout P EK[X) et tout y EF, on a xy=limk_+ooPt(a}YEF
pour tout x E Ell' Le sous-espaoe F est done un ideal du corps Ell. Ainsi
ou bien F - (0) ou bien F = Ell'
PROPOSITION 1: Soit K un corps value ultrametrique complet, non
disoret, separable.
Alors Ox=!' rtf.; Ie corps I'« est une extension traneoendante de tout
corps L c OK. 0
Tout corps value ultrametrique complet K, non diseret, contient un
801J,8-COf'pS valueoomplet kl devaluation discrete (Isometriquement) isomorphe
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a l'un des corps values complets suivants: le corps p-adique Qp; le corps
k((X)), corps de fractions de I'anneau des series formelles k[[XJ] a coeffi-
cients dans le corps disoret k egal soit a. Q, soit a F p (Ie corps fini a. p
elements).
Les corps Qp et k((X)) OU k=Q ou k =Fp, done aussi kl, sont separables.
Alors pour que K soit separable il faut et il suffit que K 80it un kl - espaoe
de Banach de type denombrable. Dans ces conditions, puisque OK est
un K-espace de Banach de type denombrable c'est aussi un kl-espace de
Banach de type denombrable, On deduit alors de la Proposition 2-15
de [4J que OK n'est pas spheriquement complet; done OK=1= rK.
Le reste est evident. L'hypothese du Theorems 4 est donc toujours
satisfaite lorsque K est separable.
Soit a E I'x; en fait E a est le sous-K-espace de Banach de rK engendre
par (an)n;;;.o. L'endomorphisme t'a de E a defini par t'a(y) =ay, y E E a, est
tel que e(t'a) = limn-co 11t'~lllIn = lal. Dans le cas ou K est un sur-corps
value de Qp, associons a tout a E r K tel que lal < 1, la representation
puissance aU de Zp dans Ea definie par
THEORlbME 5: Soit K un sur-corps value complet separable de Qp;
par exemple si Qp eKe Qp.
(i) Soit a E rK , transcendant sur K, tel que lal< 1.
La representation K-lineaire continue aU de Zp dans Ea associee a a,
definie par
aU3 = ~ (:)~, 8 E Zp,
n;;'O
est une representation irred'uctible de Zp de dimension injinie.
(ii) Soient a, b E I's, transoendants sur K tels que lal < 1, Ibl < 1 et
lal =1= Ibl·
Les representations «U et bU de Zp sont non-equivalentes. 0
(i)1I C'est une consequence immediate des theoremes 2 et 4.
(ii)1I De facon generale, deux representations continues U et V de Zp
dans les espaces de Banach E et F sont equivalentes si et seulement si
v= U1 - I B et w= VI-IF sont semblables; o'est-a-dire s'il existe un
isomorphisme d 'espaces de Banach T de E sur F tel que V=T-I 0 W 0 T.
Dans ees conditions, e(v)=e(w) .
Alors si les representations aU et bU, lal =1= Ibl, etaient equivaientee, les
endomorphismes t'a et t'b des espaoes de Banach E a et Eb seraient sem-
blsbles et l'on aurait laJ = e(t'a) = e(t'b) = IbJ. Ce qui est absurde.
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REMARQUE 1: (i) II est clair qu'il existe a et b dans FK tels que
lal = Ibl sans que (Ea, 1'a) et (E b , re) soient semblables. Toutefois
(ii) Si a et b, transcendants sur OK, sont pseudo-limites de la meme
pseudo-suite de Cauchy de OK, on sait alors que l'application T de E a
dans E b definie par T(a)=b est un isomorphisme isometrique du corps
s; sur Ie corps e;
3. LES REPRESENTATIONS P-ADIQUES IRREDUCTIBLES DE Zp DE DIMENSION
FINIE
Soit E un K -espace de Banach de dimension finie et soit v un endo-
morphisme de E; alors limn-++oo IIvn(x)11= 0 pour tout x E E equivaut a
limn-++oo IIvnll = 0; done aussi a e(v) = limn-+oo Ilvnllll n< 1.
Supposant Qp h K, on deduit du theoreme 1 que les representations
lineaires continues de Zp dans E sont en correspondance bijective avec
l'ensemble des endomorphismes v de E tels que e(v) < 1. Toute representation
lineaire de Zp dans l'espace de dimension finie E est done une represen-
tation puissance.
Designons par Pv(X)=det (Xlg-v) (resp. Qv(X)) Ie polynome carac-
teriatique (resp. minimal) de v. Appliquant la theorie de la reduction des
matrices carrees: on voit que le couple (E, v), dim E=m< + 00, est irre-
dwtible si et seulement si Ie polyname caracteristique P v de vest irreductible;
de plus
Pv(X) = Qv(X) = J.o + ,hX+ ... + A.m_IXm-l+ Xm;
At E K, O<i<m-1.
Dans ces conditions, il existe une base (eth,.;;t";;;m de E telle que Vet=et+l,
1<.i<m-l, et v(em) = !:'-1 At-let.
Soit alors a une racine du polynome irreduotible P«. Considerons sur
l'extension finie K[a] de K l'unique valeur absolue qui prolonge eelle
de K. L'extension K[a] est ainsi un K-espace de Banach de dimension
finie m. L'endomorphismeK-lineaire continu 1'a deK[a] defini par 1'a(y) =ay,
YEK[a] est tel que e(1'a)=lal. On sait que lal=lPv(O)II/m; ainsi e(1'a)=
= IPv(O)II/m. Soit T l'isomorphisme de K-espaces de Banach de E sur
K[a] qui a et, l<i<m, associe T(et)=aH , 1 <.i<.m. II est clair que
V=T-I01'aoT. D'ou e(v)=e(1'a)=lPv(O)II/m. Alors si IPv(O)I<l, on a
e(v) < 1; la representation puissance
dans E est irreductible.
Si Ies endomorphismes v et w des espaoes de dimension finie E et F
sont semblables, on a e(v) =e(w) et P v=Pw• II vient que les representations
lineaires continues irreductibles deZp sur K de dimension finie sont
determinees (a equiV'alence pres) par les polynames unitaires irreductibles
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P E K[X] tele que IP(O)I< 1, lorsque Qp ~ K . En particulier si K est
algebriquement clos les representations irreduotibles de Zp sur K de
dim ension finies sont de dimension ] ; ce sont les caraoteres de Zp dans K.
THEOB.EME 6: (i) Soit K un sur-corps value complet de Qp non-
algebriquemenf olos. II existe une infinite de representations irreductibles
non equivalentes de Zp sur K de dimension ;;;. 2.
(ii) Si de plus K est de valuation discrete, il existe, pour tout entier
m>1, une infinite de representations Iineaires continues, irreductibles,
non equivalentes de Zp sur K de dimension m. 0
(i) C'est clair.
(ii) Supposons K de valuation discrete. Soit m un entier ;> 1. II suffit
de eonsiderer les polynomes d'Einseinstein
P(X) = A.o+ A1X + .•.+ Am_1Xm-L, Xm,
l-i E m, A.o rt m2 OU m est I'Ideal maximal de l'anneau des entiers de K,
pour voir qu'il existe une infinite de polynemes unitaires irreduotibles
P E K[X] de degre m tels que IP(O)I< 1.
COROLLAIB.E: Soit K un sur-corps value complet de Qp .
II existe des representations continues irreductibles de Zp sur K de
dimension finie qui ne se fsotorise par auoun quotient fini ZP!1J"'Zp de Zp,
n ;;;.1. 0
Soit (E, v) un couple irreductible, dim E< +00, tel que e(v)< 1. Si 180
representation puissance U.= (IE +v)·, e E Zp, provient d'un quotient fini
Zp!P' de Zp; alors U. = IE pour tout 8 E p"OZp . En particulier posant
u = Ui, on a up"o= IE. II vient que le polynome caracteristique Pu de u,
Pu(X) =P1Kt,,(X)=P,,(X-l) est un facteur irreductible de XP"o-1. Mais
iI existe des polynomes irreductibles a. coefficients dans K qui ne divisent
aucun des polynomes X'P"-I, n ;;;.O. D'ou le corollaire.
B.EMARQUE 2: Voici une autre faeon d'obtenir des representations
p-adiques de Zp de dimension finie qui ne se faotorisent par aucun quotient
finie de Zp.
Soit E un espace de Banach de dimension finie ou non sur le sur-corps
value K de Qp. Soit u un element de l'algebre de Banach .!l'(E) tel que
lIuli <p-lIP-l. On definit une representation lineaire continue jidele du
groupe additif de I'anneau des entiers A de K dans E en posant
AlIUll
VA = exp (AU) = I -, ' AE A.
....0 n.
La restriction V. = exp (SU) ,8 EZp , de cette representation du sous-groupe
topologique Zp de A est continue et jidele. Elle a les memes sous-espaces
invariants formes que u et est irreduotible si et seulement si Ie couple
(E, u) l'est.
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4. EXEMPLES DE REPRESENTATIONS P-ADIQUES DE Zp NON-IRREDUCTIBLES
MAIS IRREDUCTIBLES AU SENS DE SCHUR
Soient K un COrpS value complet et L un sur-corps value complet de K.
Supposons que l'element a de Lest transcendant sur K. Soit E a Ie sous-
corps ferme de L engendre par K et a. L'operateur Ta de Ea de multipli-
cation par a est tel que e(Ta) = IITal1 = lal.
Tout endomorphisme continu T du Kseepace de Banach E a qui commute
avec Ta est un operateu» de multiplication par un element de Ea. En effet
si T commute avec Ta et si P E K[X] est non nul, alors T commute avec
TP(a) et avec TP(~)=TP(a)-I. Ainsi, si Rest une fraction rationnelle, T
commute avec TR(a); done par continuite T commute avec Tz pour tout
xEEa. II vient que T(x.I)=xT(I) et T=Tb ou b=T(I). L'ensemble des
endomorphismes continus du K-espace de Banach E a qui commutent avec
'la, en d'autres termes le commutant de 'la, est dono un corps (isomorphe
a Ea ).
Considerons a. present 180 valeur absolue normale du corps des fractions
rationnelles K(X) telle que IFI = maXO"';J<;;n IAtI pour tout polynome
P 0= k-o AtXJ E K[X]. Soit alors L le complete de K(X) pour cette valeur
absolue; l'algebre K{X} des series formelles !1;';'O AtXJ telles que limJ-+oo
Ai = 0 est une sous-algebre de Banach de L.
Soient P et Q E K[X] deux polynemes distincts tels que P(O) =Q(O) = 0;
[P] < I et IQI < l. Posons a = (P - Q/I + Q); on a laj < l. Comme
a=(P-Q)(! (_I)nQn)
..;;'0
appartient a K{X}, 180 sous-Kcalgebre de Banach Ba de L engendree par
K et a est contenue dans K{X}. On a Ba=FEa; car si a-I etait dans B a,
puisque
a=X P I ( ! (_I)1tQn)
";;'0
appartient a. K{X} alors
X-I =a-IPI( ! (-1)n Qn)
";;'0
serait dans K{X}; ce qui est absurde, II vient que Ie couple (Ea, Ta) n'est
pas irreductible. Puisquea=(P-Qll+Q) est transcendent sur K, Ie com-
mutant de l'operateur continu Ta du K-espace de Banach E a est un corps
(isomorphe a. Ea ).
Remarquons en passant que l'on sait que K(a)=K(X), done Ea=L,
lorsque P et Q sont de degre 1. Par contre si dO P> 2 ou dO Q:> 2, on voit
que Ie corps residuel de E a est distinct de celui de L, done Ea=FL.
Supposons maintenant que K est un sur-corps value de Qp et con-
siderons 180 representation
aU8 = ! (:)-r:, 8EZp ,
,,~o
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de Zp dans Ea associee a Ta. II est clair que le commutant de aU est egal
a celui de Ta; c'est dono un corps (isomorphe a Ea ). D'ou:
PROPOSITION 2: Soient K un sur-corps value complet de Qp et L le
complete de K(X) pour la valeur absolue normale,
Soit a=(P-Q/l+Q)EK(X) tel que P(O)=Q(O)=O, iPl<l et IQI<l.
et soit Ea le sons-corps ferme de L engendre par K et a.
Le commutant de la representation continue, non-irreductible,
de Zp dans Ea est un corps (irreduotibilite au sens de Schur). 0
5. EXEMPLES DE REPRESENTATIONS P-ADIQUES DE Zp NON SEMI-SIMPLES
Appliquant a nouveau le theoreme 1, on voit que la representation
p-adique U de Zp dans l'espace de Banach E est semi-simple si et seulement
si v= U1 - l g est un endomorphisme semi-simple de E. Ce qui equivaut,
lorsque dim E L +00, au fait que le polynome minimal Qv de vest sans
facteur multiple.
D'autre part si Ie couple (E, e) est semi-simple, dim E L +00, et si
E = EB;_l E j est une decomposition de E en somme directe de sous-espace
Ej, e-stables irreduotibles, on voit que e(v) = maXl";;j";;l e(Vj) ou Vj est la
restriction de v a E j . On sait [c.f. 3°] que e(Vj) = iPv;(O)ll/nj ou P VI est Ie
polynome caraoteristique de Vj et ~=doPVf= dim Ej • Ainsi
e(v) = max IPfll(O)ll'llf.
l";;I";;r
Le polynome caracteristique
de v s'eorit, aussi
ou r=ql + ... +qm et ou q, est Ie nombre des Ej, 1<j<r, equivalents a Ei ;
le polynome minimal Qv de vest done egal a ll:'-l PVj' II vient que
e(v) = max jPfI,(O)ll''''.
l";;''';;m
D'ou
PROPOSITION 3: Soit K un sur-corps value complet de Qp et soit E
un K -espaee de Banach de dimension finie.
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Pour que I'endomorphisme v de E definisse une representation lineaire
continue semi-simple de Zp dans E, il faut et il suffit que Ie polynome
minimal Qv de v soit de 180 forme Qv = rr~-l P, ou PI E X[X] est unitaire
irreductible tel que 11',(0) I< I, 1<i <m. 0
REMARQUE 3: L'exemple des endomorphismes nilpotents ou eelui des
matrices de Jordan montre qu'il existe en toute dimension finie n :>2
des representations p-adiques de Zp qui ne sont pas semi-simples.
Avec les notations du 4°, prenons comme espace de Banach l'slgebre
de Banach Ba engendree par X et a ou a =(P-Q/l +Q) E X(X) et comme
endomorphisme l'operateur Ta de multiplication par a. Les soua-espaces
ferrnes de Bs, stables par Ta sont les ideaux formes de Ba. Puisque Ba
est un anneau integre, le couple (Ba, l"a) n'est pas semi-simple. Posons
a=).X; alors Ba=K{X} et les sous-espaces fermes stables par l"a=Al"X
sont les ideaux de K{X} que 1'0n sait etre de 180 forme P X {X} ou
P =- k-o AjXj est un polynome tel que IFI = IAml . En partieulier K{X}
ne eontient aucun sous-eepaoe Tx-irreductible.
Soit v l'operateur "shift" de eo(X); ven=en+1 ou (en)n;;.o est 180 base
csnonique orthonormale de r4)(X). II a ete note dans [5] et c'est immediat
qu e Ies operateurs l"X et!) sont semblables. Tout. sous-espace ferme de
eo(K), e-atable correspond a un ideal PK{X} de K{X} at est engendre
par (P(v) en)n;;.o.
On a e(v) = 1; si Qp CK, assoeions a 130 contraction VA =AV de v, AEX,
0 < IAI < I, 180 representation
de 'Zp dans eo(K). Ces representations ont les memes aous-espaces invariants
qu e v. Si UIAI et UIA') sont equivalentes alors VA et vA' sont semblables et
1).I =e(vA) -e{vA') =IA'I. Reciproquement si I.A.I = 1).11. I'operateur T de eo(X)
defini par Ten = (.A.-1J:)nen , n >O, est inversible tel que TOVA=vA'oT;
ainsi UIA) et UIA/) sent equivalentes. On a
PROPOSITION 4: Soit K un sur-corps value complet do Qp et soit v
l'operateur "shift" de co(K).
(i) Les representations lineaires continues UIA) de Zp dans eo(K)
assoeiees aux contractions de v, ). E X, 0 < IAI < I, ne sont pas semi-simples
et ne contiennent aucune sous-representation irreductible.
(ii) Deux representations UIA) et UIA' 1 sont equivalentes si et seulement
si !).! = I).'!· 0
REMARQUE 4: Soit w I'operateur "anti-shift" de eo(K} defini par w
eo= 0 et w en = en-I, n> 1.
L'etude complete des sous-espaces de co(K) invariants par w a ete faite
dans [5] par M. Van der Put.
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Faisons ici les remarques suivantes:
(i) Pour tout x E co(K), limn_co wnx=O. Done si Qp CK, on a une
representation continue V de Zp dans co(K) definie par
V,x= I (8)wn x, 8EZp , XECo(K).
,,;;'0 n
(ii) Associons a la contraction w). = AW, AE K, 0< IAI < 1, la repre-
sentation
V~Al X = I (8) Anwn z , S E Zp, X E co(K).
,,;;'0 n
Deux representations VIA) et ylA') sont equivalentes si et seulement si
IAI=JA'I·
(iii) Les representations V(Al, comme w, ne BOnt pas semi-simples. II
correspond a tout polyn6me irreductible P de K[X] un sous-espace de
co(K), w - irreductible, dono VIA) - irreductible de dimension finie egale
a dO P.
N.B.: On peut remplaoer dans tout oe qui precede "K est un sur-corps
value complet de Qp" par "K est un corps value ultrametrique complet
de earaeteristique reaiduelle pOl.
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